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Общая характеристика работы 
Актуальность темы. Краевые задачи для вырождающихся и 
сингулярных эллиптических уравнений представляют собой один из 
важных рюдслов современной теории дифференциальных уравнений 
с частными производными. (См. работы А.В.Бицадзе, М.М.Смирнова, 
И.А.Киприянова и др.). 
Известно. что уравнения вида 
Лв1t =О , 
где Лв = Л"·+дrv· Л.г · -оnератор 
(1) 
82 /,; 8 
Лапласа, В1 = !и"+--8 -v1.- t t 
сингулярный оператор Бесселя. связаны с вырождающимися эллип-
тичсскими уравнениями. 
Вырождающиеся эллиптические уравнения встречаются при ре­
шении многих важных вопросов прикладного характера (теории ма­
лых изгибаний поверхностей вращения , безмоментной теории обо­
лочек и т.д . ). Особо значительную роль играют такие уравнения в 
газовой динамике. 
Связь теории сингулярных эллиптических уравнений с теорией 
вырождающихся эллиптических уравнений позволила применить к 
ней методы. разработанные для последних. Работа И .Н.Векуа. где 
доказана корректность постановки задачи Дирихле для уравнения 
( 1) в полуплоскости х 2 > О при р = 2 и k < 1, относится к числу пер­
вых и была основой для дальнейших исследований М .Н . Олевского, 
С.П.Пулькина, В . Ф.Волкодавова и др. В работах Ю.П . Кривенкова 
получены интегральные представления решения уравнения ( 1) при 
р = 2 через аналитические функции и применены к обоснованию по­
становки граничных условий на характеристической части границы 
области. 
з 
Впервые фундаментальные решения уравнения ( 1) '!ри /.; = 1 и 
р = 2 были построены E.Belt1·aшi; А.Вайнштейном этот результат 
был распространен на любое значение /.; > О. а И.А.Киприяновым 
и В.И.Кононенко - на общие линейные В-эллиптические уравнения. 
В этих работах фундаментальные решения с особенностью в произ­
вольной точке были построены с помощью оператора обобщенного 
сдвига. Такие фундамснта.пьныс решения могут быть применены к 
исследованию краевых задач с условием типа четности на характе­
ристической час:ти границы. 
Чис.'10 опубликованных работ по вырождающимся эллиптичес­
ким уравнениям весьма значительно. В этих исследованиях в ос­
новном рассматривались вырождающиеся эллиптические уравнения 
первого рода. (См" напр" работы А.В.Бицадзе, И.Н . Векуа, Л.С.Па­
рс~.сюк и т.д.). Что касается вырождающихся эллиптических уравне­
ний второго рода. то к числу первых в этом направлении относится 
работа М.В.Келдыша ( 1951 г.), где впервые указаны случаи, когда 
характеристическ;~.я часть границы области может освобождаться 
от граничных условий и заменяется условием ограниченности реше­
ния. Позже А.В.Биц;~.дзе в своей р~tботе указал. что условие огра­
ниченности М()Жет быть заменено граничным условием с некоторой 
весовой функцией. 
Одним из представителей вырождающихся эллиптических урав­
нений второго рода является уравнt->ние вид<t 
д2 и {)2 и ди 
-д о +у-а с,-+ о-а = (), 
з:~ у- у 
(2) 
которое впервые было rжссмотрено И.Л.Каролем. Им были постро­
ены фундаментальные решения этого уравнения при а < 1. Позже 
Р.С.Хайруллин в своей работе с помощью этих фундаментальных 
решений исслелоnа.п основные краеnые зпдачи д.'1Я уравнения (2) при 
lf,'.YЧllЛЯ4~i:i:i°"i:~:,т;:;{д 1 .tм. н. J1, JJc::i:.:чcccк~ro 1 
• ... n ", .• ~~ ~· "- ~ -Н3ЗЗifСi\ЭГG r,., J" ." 0 .. " •.. • з 
тех же значениях а. 
Среди методов решения краевых задач для сингулярных и вы­
рождающихся эллиптических уравнений серьезного внимания заслу­
живает метод потенциалов. Метод потенциалов неоднократно при-
менялся разными авторами к решению краевых задRч для эллипти­
ческих уравнений KRK второго порядка, так и высших порядков и 
систем. 
Целью насто.ящей работы является доказательство сущест-
вования единственного решения основных краевых задач д11я неко­
торых сингулярных и вырождающихся эллиптических уравнений. 
Методы исследовани.я. В работе развиваются идеи и методы 
классической теории потенциала, теории функций действительной 
переменной, специальных функций, дифференциальных и интеграль­
ных уравнений. 
Научная новизна: 
1. Построены фундаментальные решения сингулярных и вырожда­
ющихся эллиптических уравнений. 
2. доказаны теоремы о принципе максимума для Т(Р) т<Р) т( 2 )_ 
, k,m' k,2 
гармонических функций и на основе этого принципа доказ<tны един­
ственность решения задач Дирихле для соответствующих ур<tвне­
ний. 
3. Выведены формулы Грина для сингулярных и вырождающихся 
эллиптических операторов и на их основе доказаны единственность 
решения задач типа Неймана для сингулярных и вырождающихся 
эллиптических уравнений. 
4. Построены поверхностные потенциалы типа простого и двойного 
слоев и основные краевые задачи для указанных уравнений реду­
цированы к эквивалентным интегральным уравнениям Фредгольма 
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второго рода. Доказана однозначная разрешимость этих интеграль­
ных уравнений. 
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит 
теоретический характер. зnполняя определенный пробел в теории 
дифференци<Uiьных уравнений с чnстными производными. Ее резуль­
таты могут быть использованы для дальнейшей разработки теории 
краевых зпдач для сингулярных и вырождающихся эллиптических 
уравнений и найти пrилuжсние в теории краевых задач для урав­
нений смешанного типа. применяемых при решении многих важных 
вопросов прикладного характера. 
Апробация работы. Весь материал, по мере его получения, об­
суждался на семинаре кафедры математического ана.,иза Казанс­
кого государственного педагогического университета (руководитель 
- профессор Ф.Г.Мухлисов). Были сделаны доклады на Междуна­
родной научной конференции ''Актуальные проблемы математики 
и механики", посвященной 40-летию мехмата КГУ (г.Казань. 1.10-
3.10.2000). на Саратовской конференции "Современные проблемы те­
ории функций и их приложения" (г . Саратов, 27.01-02.02.2000), на 
межвузовской конференции ··Математическое моделирование и кра­
евые задачи" (г.Самара. 29.05-31.05.2000). на четвертом Сибирском 
конгрессе по прикл;~.дной и индустриальной математике (ИНПРИМ-
2000). посвящеююм памяти М.А.Л<~.врентьева (Новосибирск, 26.06-
1.07 .2000) и на научно-практических итоговых конференциях в Ка­
занском государственном педагогическом университете (г.Казань). 
ПубJiикации. Основные результаты диссертации опубликованы 
в работн.х [1-14]. Из них [З], [14] выполнены в соавторстве с науч­
ным руководителем, которому принадлежат здесь постановки задпч 
и общие указания о путях решения. 
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Структура и объем работы. Диссертация содержит 101 стра­
ницу и состоит из введения. двух глав, разбитых на 9 параграфов и 
16 пунктов. и списка литературы из 46 наименований. 
Краткое содержание работы 
Во введении дается обзор литературы по вопросам, связанным 
с темой диссертации , <1. также кр<1.тко охарактеризованы результаты 
автора, изложенные в последующих главах . 
В первой главе рассматривается сингулярное эллиптическое 
уравнение 
(U < k < 1) (3) 
при р = 2 (двумерном) и р > 2 (многомерном) случаях. Построе­
ны фундаментальные решения в двумерном и многомерном случаях. 
Устанавливается принцип максимума и на основе этого принципа до­
казывается единственность решения задач Дирихле для указанных 
уравнений . Также методом потенциалов доказывается существова­
ние решения основных краевых задач. 
В § 1 строятся фундаментальные решения сингулярного эллипти­
ческого уравнения (3) , выраженные через гипергеометрические функ­
ции. Вводятся понятия Т( 2 ) и Т(Р)_гармонических функций, как регу­
лярные решения уравнения (3) в областях. соответственно при р = 2 
и р > 2. В §2 даются интегральные представления этих функций на 
основе первой и второй формул Грина для операторов Т( 2 ) и Т(Р) 
соот11еТ(;твенно в двумерном и многомерном случаях. В этом же па­
раграфе доказывается очень важная для последующих исследований 
теорема (на примере многомерного случая). 
Теорема 1. Еr.лн фующШI и( х', Хр) Е Т(Р) ( G +), rno она nршшма-
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ет на11бо.11ь шее 1L на11мениш.ее значенuя на грающе г+ U Г(О). 
В § 3 даются постановки основных краевых задач для уравнения 
(3) и доказываются единственность их решения . Ставятся следую­
щие краевые задачи (на примере многомерного случая). 
Внутренняя за1Jача Днрш:ле { D?). Требуется найти функцию п( х). 
Т(Р)_гармоническую в области с+. непрерывную в с+ и удовлетво-
ряющую гр;шичным условиям 
ttlг+ = <р(х) , 
и!г tо1 =О, 
где ip( х) -· непрерывная функция. 
х Е r+, 
Внешняя задача Л11р11 . .1.:.11е (D~). Требуется найти функцию и(х). 
Т(Рl.гармоническую в области Gt, непрерывную в Gt° , равную нулю 
на бесконечности и удовлетворяющую граничным условиям 
и!r+ = ip(x), 
·пlг~о> = О. 
где ip(x) - непрерывная функция. 
х Е r+, 
Внутренняя задача m!tna Неймана (К;). Требуется найти функ­
цию и( х ) , Т(Р)_гармоническую в области с+, один раз непрерывно 
дифференцируемую в с+' непрерывную в с+ и удовлетворяющую 
граничным условиям 
Dnl --- = f(x ), ап 
г+ 
х Е r+ , 
и ! r < uJ =О , 
где f( х) - непрерывн<~.я функция . 
Внешняя задача 11ита Ней.мани (K, j . Требуется найти функцию 
и(х), Т(Р)_гармоничсскую в области с: , один раз непрерывно диф-
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ференцируемую в с-;. непрерывную в ct. равную нулю на беско-
нечности и удовлетворяющую граничным условиям 
8иl 
- ~: f(x), дп 
.г+ 
х Е г+. 
где f(x) - непрерывная функция. 
Доказывается следующi\.Я теорема единственноl:ти. 
Теорема 2. Внутренние задачн Лирихле {D?J tL mtma Не11мста 
(К;). а также внешние задачн Лирнхле (D~) и muтia Неii.мана (К,) 
ие .чогут 11.четь бол1~1· одного решення. 
В §4 строятся потенциалы типа простого и двойного слоев для 
уравнения (3), изучаются предельные значения этих потенциалов на 
границе области при р = 2 и р > 2. Краевые задачи сводятся к эк­
вивалентным интегральным уравнениям Фредгольма второго рода, 
а также доказывается разрешимость этих интегра..'1ьных уравнений 
на примере многомерного с:~учая. 
В §5 результаты, попученные в предыдущих четырех парагра­
фах, применяются к исследованию основных краевых задач для вы­
рожд1tющегося эплиптического уравнения вида 
(О< т < k < 1). (4) 
Построены фундаментальные решения. выраженные через гипер­
геометрические функции. Вводится понятие Тiр,~-гармонических функ­
ций, как регулярное решение уравнения (4) в об.'1асти. а также уста­
навливается принцип максимум11.. Рассматриваются следующие кра-
евые задачи. 
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Внутренняя задача Днри:г.ле (D? ) . Найти функцию и( х' , Хр). не­
прерывную в G+. т?~1 -гармоническую в с+ и удовлетворяющую 
граничным условиям 
ti\г+ = rp(P). 
и\г10> =О, 
где rp( Р) - непрерывная функция. 
РЕ г+, 
Вн.ешн.яя задача Днрт:ле (D~). Найти функцию n(x' . :i:p), непре­
рывную в Gt, равную нулю на бесконечности, тi:~1 -гармоническую 
в G't и удовлетворяющую граничным условиям 
и l г+ = rp(P), РЕ г+, 
где 1.р(Р) - непрерывная функция. 
Вн.утпрен.няя зада-ч,а тпиnа Ней.маха (К;). Найти функцию и(х', хр), 
один раз непрерывно дифференцируемую в G+ , непрерывную в G+, 
тi;~-гармоническую в с+ и удовлетворяющую граничным условиям 
А[н]lг+ = ф(Р), 
и lг <"! = О. 
где -if•(P) - непрерывная функция , 
РЕ г+ , 
p - l ди аи А[и] = L cos(x;, v)-8 . + x;'cos(xp, v)-8 , , i = l х, Хр 
v - единичный вектор внешней нормали кг+ в точке Р(х', хр)· 
Внешняя задача типа Ней.мана (К.). Найти функцию ·и(х', хр), 
один раз непрерывно дифференцируемую в Gl, непрерывную в Gt, 
10 
равную нулю на бесконечности. т?,~-гармоническую в Gt и удовле­
творяющую граничным условиям 
А(и]lг+ = ifi(P), РЕ г+ , 
где if•(P) - непрерывная функция . 
Верн<1. следующаJ.1 теорема единственности . 
Теорема 3. ВнутрСj-j'Н.Uе заоач11 Дuрuхм (D?) u типа Ней.мана 
(К, ) , а та~,;же внeutmte зщ)ачи Днрнхм (D~) 11 тпnа Нейман.а ( Ке) 
не могут иметь бо.лее одного решr.н11я. 
Также с помощью одного из фундаментальных рещений строя'Гf:я 
потенциалы типа простого и двойного слоев. С помощью этих потен­
циалов основные краевые задачи для уравнения (4) редуцируются к 
эквивалентным интегральным уравнения~м Фредгольма второго ро-
да. 
Во второй главе рассматривается вырождающееr:я эллиптичес­
кое уравнение 
(2) д2 u ? д2 u дu 
Tk ,2(1t) == -8 " + у--8 2- + kyf} =О ( О < k < 1) . (5) х- у иу 
В § 1 построены фундаментальные решения уравнения ( 5) в тер­
минах функции Макдона.:~ьда . Также вводится понятие тГ{гармо­
ни•r~;ских функций . как регулярное решение уравнения (.)) в uб:нн:ти , 
обращающееся в нуль при у -+О . В §2 выведены форму.-~ы Грина д:rя 
вырождающегося эллиптического оператора., а также док;~.зывается 
принцип максимума. 
Теорема 4. Еслu фунr.;чuя 1t(x , y) Е T~~J(D+) н тожоестаенно 
не равна н.у.лю , то она 11рuн11мает положнте.льн.ое наибольшее tt 
оmрtщательнос -н.ан..4tеньшее значения на гранtще г+. 
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В §3 даются постановки основных краевых задач. 
Внутренняя задача (Е;) . Найти функцию '!L(:i:. у). непрерывную 
в n+ \ тi~d-гармоническую в п+ и удовлетворяющую граничному 
условию 
иlг+ = <р(Р) , РЕ г+, 
где <р(Р) - непрерывная функция. 
Внешняя зада"а (Е,) . Найти функцию ·и(х , у), непрерывную в 
D°t, равную нулю на бесконечности, Т~~d-гармоническую в п: и 
удовлетворяющую граничному условию 
ti i г+ = ip(P), РЕ r+ , 
где <р(Р) · непрерывная функция. 
Внутренняя задача (Ki). Найти функцию и(х. у), один раз непре­
рывно дифференцируемую в n+' т~~d-гармоническую в п+ и удов­
летворяющую граничному условию 
A(1LJlг+ = ф(Р), РЕ Г+, 








v - единичный вектор внешней нормали к г+ в точке Р(х , у). 
Внешняя зада"а (К,). Най~ функцию и(х. у), один раз непре­
рывно дифференцируемую в D°t , равную нулю на бесконечности, 
тГJ-гармоническую в п: и удовлетворяющую граничному условию 
А[иJlг+ = ф(Р), РЕ г+, 
гдР. 'tf1(P) -· непрерывнi\Я функция. 
Справедлива следую1щ~я теорема единственности . 
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Теорема 5. Внутренние задачи (Е;) н (К,). а mа1.:же внешн.не 
зада-.11 (Е,) tl (К,) не могут 11меть более одного решен11я. 
В §4 с помощью фундаментальны~ решений строятся потенциа­
лы типа двойного и простого слоев. Также как в §4 главы 1 с помо­
щью этих потенциалов основные краевые задачи для уравнения ( 5) 
сводятся к эквивалентным интегральным ур;шнениям Фредгольма 
второго рода и доказывается их разрешимость. 
В заключение выражаю глубокую признательность моему науч­
ному руководителю Фоату Габдулловичу МухJJисову за помощь и 
советы, оказанные мне при написании данной работы. 
ПубликациJ.I автора 110 теме диссертации 
1. Асхатов Р. М. Принцип экстремума и задача Дирихле для одного 
сингулярного эл11иптического уравнения / Каз. гос. пед. универси­
тет. --- Казань, ] 999 . - 14 с. - Библиогр.: 5 назn. - Деп. в ВИНИТИ 
04.11.99, Nо.З289-В99. 
2. Асхатов Р. М . Принцип экстремума и задача Дирихле для одно­
го сингулярного эл:шптического урс~внrния в многомерном случRР / 
Каз . гос. пед. университет. -- Казань, 1999 . 14 с. Библиогр.: 4 
назв. -- Деп. в ВИНИТИ 29.11.99, No.3525-1399. 
3. Асхатов Р. М .. Мухлисов Ф . Г . О потенциалRх для одного сингу-
лярного эллиптического уравнения в многомерном случае / Каз. гос. 
пед. университет. - Ка·3ань. 2000. - 21 с. - Библиогр.: 4 нюв. ·· · Деп. 
в ВИНИТИ 02.02.00, No.234-BOO. 
4. Асхатов Р. М. ОТ-гармонических потенциалах // Тез . дuкл. 10-й 
С<J.ратовr.к()Й зимней школы ''Современные проблемы те()рии функ­
ций и их приложения". Саратов. 2000. 
5. Аr.хатов Р . М. О потенциаш~х для одного вырождающегося эллип­
тического уравнения //Труды 10-й науч. межвуз. конф . "Математи-
13 
ческое моделирование и краевые задачи.'' - Ч.3. - СамГТУ , ИАР. -
Самара, 2000. - С . 20-21 . 
6. Асхатов Р. М. Краевые задачи для одного вырождающегося эллип­
тического уравнения / Каз. гос. пед. университет . - Казань, 2000. 
- 26 с.- Библиогр .: 7 назв. - Деп. в ВИНИТИ 30.05.00, No.1559-BOO. 
7. Асхатов Р. М . Фундаментальные решения одного вырождающего­
ся эллиптического уравнения // Неклассич. дифференц. уравнения: 
4-ый Сиб . конгресс по прикл. и индустр. математике (ИНПРИМ-
2000), посв. памяти М.А.Лаврентьева (Новосибирск, 26.06-1.07.00). -· 
Новосибирск.: Изд-во Ин-та математики, 2000. - С . 43-44. 
8. Асхатов Р. М. Решение краевых задn.ч для одного вырождающего­
ся эллиптического уравнения методом потенциалов (часть 1) / Каз . 
гос. пед . университет. - Казань, 2000. -- 21 с. - Библиогр.: 7 назв. -
Деп. в ВИНИТИ 23.06.00, No.1774-BOO. 
9. Асхатов Р. М. Решение краевых задач для одного вырождающего­
ся эллиптического уравнения методом потенциалов (часть 2) / Каз. 
гос. пед. университет . - Казань, 2000. - 21 с. - Бибпиогр.: 7 назв . ·-
Деп. в ВИНИТИ 23.06.0U, No.1775-BOO. 
10. Асхатов Р. М . О потенциалах для одного вырождающегося эл­
липтического уравнения второго рода в многомерном случае / К<1.З . 
гос. пед . университет. - Казань, 2000. - 27 с. - Библиогр .: 5 назв. -
Деп. в ВИНИТИ 23.06.00. No.1776-BOO. 
11. Асхатов Р . М. О потенциалах для одного вырождающегося эл­
липтического уравнения второго рода/ Каз. гос. пед. университет. - -
Казань, 2000. - 26 с. - Библиогр.: 3 назв. - Деп. в ВИНИТИ 23.06.00, 
No.1777- BOO. 
12. Асхатов Р. М. Краевые задачи для одного вырождающегося эл­
липтического уравнения второго рода / / Изв. вузов. Математика. -
Казань, 2000. - 21с. - Библиогр.: 3 назв. - Деп . в ВИНИТИ (в печа-
14 
ти) 
13. Асхатов Р. М . О потенциалах для одного вырождающегося эл­
липтического уравнения второго рода// Труды математич. центра 
им . Н. И. Лобачевского (Материа;:rы Междунар. науч. конф. (Казань. 
1.10-3.10.2000)). - Т . 5. · Казань.: УНИПРЕСС, 2000 . - С. 25-27. 
14. Асхатов Р. М. , Мухлисов Ф. Г. О краевых з<щачах для одного 
вырождающегося элпиптического уравнения вwрого рода// Труды 
математич . центра им . Н . И . Лобачевского (Материа.-rы Междунар. 
науч. конф. (Кюань, 1.10-3.10.2000)). - Т.5 . - Казань .: УНИПРЕСС. 
2000. -· с. 27-28. 
Подписано к печати 15.11.2000 
Тир.100 Зак . 153-2000 
Лаборатория офсетной печати Казrоспедуниверситета 
420015 r. Казань, ул. Пушкина, 31. 

